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摘　要：考虑了海洋柔性立管在时变内流和海流作用下二维振动控制问题。柔性立管系统动力学行为由两个偏
微分方程和六个常微分方程描述。为提高其振动控制效果并避免控制溢出，直接基于其无限维分布参数模型，

利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法和高增益观测器技术研发了输出反馈边界控制来控制立管的二维振动。随后证明了海流扰
动作用下控制系统的一致最终有界稳定性和闭环状态的一致有界性。最后，仿真结果验证了文中所设计二维输

出反馈边界控制算法的有效性。
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　　海洋立管在海底石油钻探和天然气开发工程中
起到至关重要的作用，因此其振动问题也受到越来

越多的关注［１－４］。随着资源开采进入深水域，所面

临的环境也更加严酷，海洋柔性立管在管内流体和

海流等载荷作用下的振动也将更加剧烈。而过多的

振动将使立管过早疲劳破坏，这将产生昂贵的维修

费用，更为甚者，将会带来严重的环境污染。因

此，为了保证海洋立管的生产效率，亟需研发机电
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控制系统以抑制立管的振动。

近年来，为避免基于模型近似或者离散化方法

所产生的控制溢出问题［５－８］，海内外很多学者研究

了海洋柔性立管的边界控制［１－４，９－１４］。然而，目前

国外关于柔性立管的振动控制研究中，却都忽略了

内流对立管动力学的影响［９－１４］。在国内，笔者前

期研究成果设计了诸如 ＰＤ边界控制、鲁棒边界控
制、自适应边界控制、二维边界控制等［１－４］，并取

得了较好的控制效果，同时也验证了内流动力学的

作用能减小立管系统的自然频率。然而，在文献

［１－４，９－１４］中，作者都假定控制器中的系统
状态均可直接由传感器测得或应用差分算法获得。

而在实际中，来自传感器的噪声是不可避免的，尤

其是那些在对时间微分过程中产生的系统状态，将

影响文献 ［１－４，９－１４］中所设计控制器的执
行。因此，为了解决这个问题，本文将使用高增益

观测器来设计输出反馈边界控制来抑制立管的振

动。

本文以耦合内流动力学的海洋柔性立管系统二

维振动主动控制为研究对象，基于其原始无穷维分

布参数模型，融合 Ｌｙａｐｕｎｏｖ综合法和边界控制技
术设计了二维输出反馈边界控制用于抑制立管的振

动偏移量。此外，高增益观测器用于估计不可测系

统状态量，解决了因差分算法来获得系统状态而带

来的噪音放大问题，从而提高控制系统的性能。其

后，对海流扰动作用下控制系统的一致最终有界稳

定性和和闭环状态的一致有界性进行了严格的数学

证明。仿真结果进一步验证了本文所设计输出反馈

边界控制器的有效性。

１　问题描述
注１　本文作如下简写：（·）（ｔ） ＝（·），

（·）（ｘ，ｔ）＝（·），（·）′（ｘ，ｔ）＝（·）
ｘ
，（·

·

）（ｘ，ｔ）＝

（·）
ｔ
。

１１　立管动力学建模
一类典型海洋柔性立管系统如图１所示，其中

Ｏ为坐标系原点，Ｌ为立管长度，ｗ（即 ｗ（ｘ，
ｔ））和ｖ（即ｖ（ｘ，ｔ））分别为立管的横向和纵向
偏移量，Ｕｗ （即 Ｕｗ （ｔ））和 Ｕｖ（即 Ｕｖ（ｔ））分
别为立管的横向和纵向控制器，ｆ（即ｆ（ｘ，ｔ））为
时变海流。

本文所研究立管系统模型将引用研究成果文献

［１］，即由文献 ［１］中式 （９） － （１１）可得本

图１　一个典型的海洋柔性立管系统
Ｆｉｇ１　Ａｔｙｐｉｃａｌｆｌｅｘｉｂｌｅｍａｒｉｎｅｒｉｓｅｒｓｙｓｔｅｍ

文所研究的柔性立管系统动力学模型为

（ｍｒ＋２ｍｆ）̈ｗ＋ＥＩｗ″″－Ｔｗ″＋ｃ１ｗ－ｆ＋

　　２ｍｆＶｉｗ′＋４ｍｆＶｉｗ′＋２ｍｆＶ
２
ｉｗ″－ＥＡｖ″ｗ′－

　　 ３２ＥＡｗ″（ｗ′）
２－ＥＡｖ′ｗ″＝０，

（ｍｒ＋２ｍｆ）̈ｖ－ＥＡｖ″－ＥＡｗ″ｗ′＋ｃ２ｖ＋

　　２ｍｆＶｉｖ′＋４ｍｆＶｉｖ′＋２ｍｆＶ
２
ｉｖ″＝０，

ｗ″（０，ｔ）＝ｗ″（Ｌ，ｔ）＝ｗ（０，ｔ）＝ｖ（０，ｔ）＝０，
　　０＝Ｕｗ（ｔ）－（Ｔ－ｍｆＶ

２
ｉ）ｗ′（Ｌ，ｔ）－

　　ＥＡｗ′（Ｌ，ｔ）ｖ′（Ｌ，ｔ）－ＥＡ２［ｗ′（Ｌ，ｔ）］
３＋
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２
ｉｖ′（Ｌ，ｔ）－ＥＡｖ′（Ｌ，ｔ）－

　　ＥＡ２［ｗ′（Ｌ，ｔ）］
２＋ｍｆＶｉｖ（Ｌ，ｔ
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

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












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（１）
其中ｍｒ和 ｍｆ分别为立管单位质量和内流单位质
量，Ｖｉ为时变内流速度，ｃ１和 ｃ２分别为结构横向
和纵向阻尼系数，Ｔ、ＥＩ和 ＥＡ分别为立管张力、
弯曲刚度和轴向刚度，ｆ（ｘ，ｔ）为时变海流干扰载
荷，表示为

ｆ（ｘ，ｔ）＝１２ρｓＣＤＶ
２
ｓＤ＋ＡＤｃｏｓ（４πｆｖｔ＋β）（２）

其中ρｓ为海水密度，Ｄ为立管外径，β为相位角，
ＡＤ为阻力振荡部分幅值，ＣＤ （即 ＣＤ （ｘ，ｔ））和
Ｖｓ（即Ｖｓ（ｘ，ｔ））分别为阻力系数和时变海流流
速，ｆｖ＝ＳｔＶｓ／Ｄ为涡旋脱落频率，Ｓｔ为斯特劳哈尔
数。

假设１　对于时变流速 Ｖｉ（ｔ）、加速度 Ｖｉ（ｔ）
和洋流干扰ｆ（ｘ，ｔ），若存在常数κ１，κ２，κ３∈Ｒ

＋，

９１
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使得０＜Ｖｉ（ｔ）≤κ１，｜Ｖ
·

ｉ（ｔ）｜≤κ２，ｔ∈［０，＋
∞），｜ｆ（ｘ，ｔ）｜≤κ３，（ｘ，ｔ）∈（０，Ｌ）×［０，∞）。
该假设是合理的，因为Ｖｉ（ｔ）和 ｆ（ｘ，ｔ）为有限
能量的连续函数且是一致连续的，因此它们是有界

的［１－４］。

１２　预备知识
为方便随后章节的工作，本小节将列出如下引

理［７－８］。

引理１　设φ１（ｘ，ｔ），φ２（ｘ，ｔ）∈Ｒ，σ＞０其中
ｘ∈ ［０，Ｌ］，ｔ∈ ［０，＋∞），下列不等式成立
φ１φ２≤｜φ１φ２｜≤φ

２
１＋φ

２
２，φ１，φ２∈Ｒ，

｜φ１φ２｜＝
１

槡σ
φ( )１ （槡σφ２）≤ １σφ２１＋σφ{ ２

２

（３）
　　引理２　设φ（ｘ，ｔ）∈Ｒ为定义在ｘ∈ ［０，Ｌ］，
ｔ∈ ［０，＋∞）的函数，且满足如下边界条件

φ（０，ｔ）＝０，ｔ∈［０，∞） （４）
则有如下不等式组成立

∫
Ｌ

０
φ２ｄｘ≤Ｌ２∫

Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ，

φ２≤Ｌ∫
Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ，ｘ∈［０，Ｌ{

］

（５）

２　控制设计
控制目标是抑制柔性立管在内外流作用下的二

维振动。在本节中，我们采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法、
边界控制技术和高增益观测器在立管上边界构造两

个输出反馈边界控制器，并证明闭环系统的一致有

界稳定性。

从文献 ［１］中式 （３４）可得，所提出边界控
制含有ｗ（Ｌ，ｔ）、ｗ′（Ｌ，ｔ）、ｗ（Ｌ，ｔ）、ｖ（Ｌ，ｔ）、ｖ′（Ｌ，
ｔ）和 ｖ（Ｌ，ｔ）信号，它们均由传感器直接测得或向
后差分算法计算得到［２］。然而在实际中，向后差

分获取信号时可能放大测量噪声，这将会影响文献

［１］中控制器的应用。因此，本节将运用高增益
状态观测器来估计不可准确测量系统状态 ｗ（Ｌ，ｔ）
和 ｖ（Ｌ，ｔ）。

引理３　假设一个系统的输出 ｙ（ｔ）和它的 ｎ
阶微分都是有界的并满足｜ｙ（ｋ）｜＜Ｙｋ（Ｙｋ＞０），我
们考虑如下线性系统［１５］

επｉ＝πｉ＋１，ｉ＝１，…，ｎ－１，

επｎ ＝－珔λ１πｎ－珔λ２πｎ－１－

　　… －珔λｎ－１π２－π１＋ｘ１（ｔ
{

）

（６）

其中 ε＞０，且参数 珔λ１ ～珔λｎ－１的选取满足多项式
ｓｎ＋珔λ１ｓ

ｎ－１＋… ＋珔λｎ－１ｓ＋１是Ｈｕｒｗｉｔｚ的。那么，有

下面的性质成立

ξｋ ＝
πｋ
εｋ－１

－ｘ（ｋ－１）１ ＝－εψ（ｋ），

ｋ＝１，…，ｎ－１ （７）
其中ψ＝πｎ＋珔λ１πｎ－１＋… ＋珔λｎ－１π１，ψ

（ｋ）表示ψ的
ｋ阶微分。另外，存在常数ｔ和ｈｋ满足对于ｔ＞
ｔ，都有 ‖ξｋ‖ ≤ εｈｋ，ｋ＝１，２，３，…，ｎ，其中
‖·‖表示标准的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范数。

由引理３可得，πｋ＋１／ε
ｋ收敛于ｘ（ｋ）１ ，即当ｘ１和

ｘ（ｋ）１ 有界时，由于高增益１／ε使得 ξ
（ｋ）收敛于零。

因此，选取πｋ＋１／ε
ｋ作为观测器用来估计输出信号

高达ｎ阶微分。
定义ｘ１（ｔ）＝ｗ（Ｌ，ｔ）和 ｘ２（ｔ）＝ｗ（Ｌ，ｔ），立管

系统观测器阶数ｎ＝２并设计不能测量状态ｘ２（ｔ）的
估计为

ｘ^２（ｔ）＝
π２
ε

（８）

其中定义π２动力学和ｘ２ （ｔ）的误差为

επ１ ＝π２，

επ２ ＝－珔λ１π２－π１＋ｘ１（ｔ），
珓ｘ２（ｔ）＝ｘ^２（ｔ）－ｘ２（ｔ

{
）

（９）

应用同样方法，定义ｙ１ （ｔ） ＝ｖ（Ｌ，ｔ）和ｙ２ （ｔ）
＝ｖ（Ｌ，ｔ）并设计不能测量状态ｙ２ （ｔ）的估计为

ｙ^２（ｔ）＝
π０２
ε０

（１０）

其中我们定义π０２动力学和ｙ２ （ｔ）的误差为
επ０１ ＝π０２，

επ０２ ＝－珔λ０１π０２－π０１＋ｙ１（ｔ），
珓ｙ２（ｔ）＝ｙ^２（ｔ）－ｙ２（ｔ

{
）

（１１）

所研究立管系统模型如式 （１）描述，为使该系统
稳定，本文提出以下控制律

Ｕｗ（ｔ）＝－ｋ１^ｘ２（ｔ）－ｋ３ｗ′（Ｌ，ｔ）－ｋ５ｘ１（ｔ）

Ｕｖ（ｔ）＝－ｋ２^ｙ２（ｔ）－ｋ４ｖ′（Ｌ，ｔ）－ｋ６ｙ１（ｔ{ ）

（１２）
其中ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，ｋ５，ｋ６ ＞０为控制增益。

注２　边界控制中的信号 ｘ１（ｔ）＝ｗ（Ｌ，ｔ），
ｙ１（ｔ）＝ｖ（Ｌ，ｔ）可由立管顶端的激光位移传感器测
得，ｗ′（Ｌ，ｔ）和ｖ′（Ｌ，ｔ）可由倾角计测得。此控制器
设计独立于系统参数，因此对系统参数的变化具有

稳定鲁棒性。

若给定Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （１３）

其中

０２
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Ｖ１（ｔ）＝
ζ
２ｍｒ∫

Ｌ

０
（ｗ２＋ｖ２）ｄｘ＋ζ２Ｔ∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ＋

ζｍｆ∫
Ｌ

０
［（ｗ＋Ｖｉｗ′）

２＋（ｖ＋Ｖｉｖ′）
２］ｄｘ＋

ζ
２ＥＡ∫

Ｌ

０
［ｖ′＋１２（ｗ′）

２］２ｄｘ＋ζ２ＥＩ∫
Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ，

Ｖ２（ｔ）＝λ１（ｍｒ＋２ｍｆ）∫
Ｌ

０
ｗｗｄｘ＋

　　　λ２（ｍｒ＋２ｍｆ）∫
Ｌ

０
ｖｖｄｘ＋

　　　ζｍｒ∫
Ｌ

０
Ｖｉ（ｖ′ｖ＋ｗ′ｗ）ｄｘ，

Ｖ３（ｔ）＝
１
２（ζｋ５＋λ１ｋ１＋３λ１ｍｆＶｉ）ｘ

２
１（ｔ）＋

１
２（ζｋ６＋λ２ｋ２＋３λ２ｍｆＶｉ）ｙ

２
１（ｔ



























）

（１４）
其中ζ，λ１，λ２是正的权重常数。

引理４　由式 （１３）给定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数具
有如下上下界

０≤１［θ（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤Ｖ（ｔ）≤
２［θ（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］ （１５）

其中１和２是两个正常数，θ（ｔ）为

θ（ｔ）＝∫
Ｌ

０
［（ｗ′）２＋（ｖ′）２＋ｗ２＋ｖ２＋（ｗ′）４＋

（ｗ＋Ｖｉｗ′）
２＋（ｖ＋Ｖｉｖ′）

２＋（ｗ″）２］ｄｘ（１６）
　　证明　应用不等式 （３）和文献 ［１６］中不等
式２［ｖ′（ｘ，ｔ）］２≤［ｗ′（ｘ，ｔ）］２可得

－１２μ∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ－μ∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ≤∫

Ｌ

０
ｖ′（ｗ′）２ｄｘ≤

１
μ∫

Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ＋μ∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ （１７）

其中μ为正常数。
结合式 （１４）第一项和式 （１７）有

μ１θ（ｔ）≤Ｖ１（ｔ）≤μ２θ（ｔ） （１８）
其中

μ１ ＝
ζ
２ｍｉｎｍｒ，２ｍｆ，ＥＩ，ＥＡ，Ｔ－

ＥＡ
２( )μ[ ，

ＥＡ（１４－μ ]） ＞０，
μ２ ＝

ζ
２ｍａｘｍｒ，２ｍｆ，ＥＩ，ＥＡ１＋

１( )μ[ ，

Ｔ，ＥＡ １
４＋( ) ]μ ＞０，

Ｔ－ＥＡ２μ
＞０，１４－μ＞０

对Ｖ２（ｔ）应用不等式 （３）可得

｜Ｖ２（ｔ）｜≤
ｍｒ
２＋ｍ( )ｆＬ２∫Ｌ０［λ１（ｗ′）２＋λ２（ｖ′）２］ｄｘ＋

ｍｒ
２＋ｍ( )ｆ∫Ｌ０（λ１ｗ２＋λ２ｖ２）ｄｘ＋

ζκ１ｍｒ
２∫

Ｌ

０
［（ｗ′）２＋ｗ２＋（ｖ′）２＋ｖ２］ｄｘ≤αθ（ｔ）

（１９）
其中

α＝ｍａｘ λ１
ｍｒ
２＋ｍ( )ｆＬ２＋ζκ１ｍｒ[ ]２{ ，

λ１
ｍｒ
２＋ｍ( )ｆ ＋ζκ１ｍｒ[ ]２

，

λ２
ｍｒ
２＋ｍ( )ｆＬ２＋ζκ１ｍｒ[ ]２

，

λ２
ｍｒ
２＋ｍ( )ｆ ＋ζκ１ｍｒ[ ] }２

不等式 （１９）可写为
－αθ（ｔ）≤Ｖ２（ｔ）≤αθ（ｔ） （２０）

结合式 （１８）和式 （２０），有
（μ１－α）θ（ｔ）≤Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）≤

（μ２＋α）θ（ｔ） （２１）
选取适当的ζ，μ，λ１，λ２，可以得到

α１ ＝μ１－α＞０， α２ ＝μ２＋α＞０ （２２）

将式 （２２）代入式 （２１）可得
α１θ（ｔ）≤Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）≤α２θ（ｔ） （２３）

不等式 （２３）两边加上Ｖ３（ｔ），有
０≤１［θ（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤Ｖ（ｔ）≤

２［θ（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］ （２４）
其中１ ＝ｍｉｎ（α１，１）和 ２ ＝ｍａｘ（α２，１）是正常
数。证毕。

引理５　由式 （１３）给定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对
时间的导数具有如下上下界

Ｖ（ｔ）≤－Ｖ（ｔ）＋ω （２５）
其中＞０，ω＞０。

证明　将式 （１３）对时间求导，有
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （２６）

对Ｖ１（ｔ）求导，将式 （１）代入，应用分部积分并
结合式 （３），可得
Ｖ１（ｔ）≤ζｘ２（ｔ）Ｕｗ（ｔ）＋３ζｍｆＶ

２
ｉｗ′（Ｌ，ｔ）ｘ２（ｔ）＋

ζｙ２（ｔ）Ｕｖ（ｔ）＋３ζｍｆＶ
２
ｉｖ′（Ｌ，ｔ）ｙ２（ｔ）－

ζ（ｃ１－δ１）∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ－ζｃ２∫

Ｌ

０
ｖ２ｄｘ－

２ζｍｆＶｉ∫
Ｌ

０
［２Ｖｉｗｗ″－ｗ̈ｗ′－Ｖｉ（ｗ′）

２］ｄｘ－

２ζｍｆＶｉ∫
Ｌ

０
［２Ｖｉｖｖ″－ｖ̈ｖ′－Ｖｉ（ｖ′）

２］ｄｘ＋

ζ
δ１∫

Ｌ

０
ｆ２ｄｘ （２７）

１２



中山大学学报 （自然科学版） 第５５卷　

其中δ１为任意正常数。
对Ｖ２（ｔ）求导，将式 （１）代入，应用分部积

分并结合不等式 （３） －（５），有
Ｖ２（ｔ）≤ζＶｉｗ′（Ｌ，ｔ）＋λ１ｘ１（ｔ）Ｕｗ（ｔ）＋

ζＶｉｖ′（Ｌ，ｔ）＋λ２ｙ１（ｔ）Ｕｖ（ｔ）－

３ζｍｆＶ
２
ｉｗ′（Ｌ，ｔ）ｘ２（ｔ）－

ζＴＶｉ
２［ｗ′（Ｌ，ｔ）］

２＋

ζｍｒＶｉ
２ ｘ２２（ｔ）－

ζＥＡＶｉ
８ ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］４－

ζＥＡＶｉ
２ ｖ′（Ｌ，ｔ）［ｗ′（Ｌ，ｔ）］２－

ζＥＡＶｉ
２ ［ｖ′（Ｌ，ｔ）］２＋

ζｍｒＶｉ
２ ｙ

２
２（ｔ）－

λ１ｍｆＶ
２
ｉｘ１（ｔ）ｗ′（Ｌ，ｔ）－３λ２ｍｆＶｉｙ１（ｔ）ｙ２（ｔ）－

３λ１ｍｆＶｉｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－３ζｍｆＶ
２
ｉｖ′（Ｌ，ｔ）ｙ２（ｔ）－

λ２ｍｆＶｉｙ
２
１（ｔ）－λ２ｍｆＶ

２
ｉｙ１（ｔ）ｖ′（Ｌ，ｔ）－

λ１ｍｆＶｉｘ
２
１（ｔ）＋（ζＶｉδ２－λ１Ｔ＋λ１δ３Ｌ

２＋

λ１ｃ１δ４Ｌ
２＋３λ１ｍｆＶ

２
ｉ）∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ＋

２ζｍｆＶｉ∫
Ｌ

０
［２Ｖｉｗ″ｗ－ｗ′̈ｗ－Ｖｉ（ｗ′）

２］ｄｘ－λ２ｍｆ·

∫
Ｌ

０
（ｖ＋Ｖｉｖ′）

２ｄｘ＋（６λ２ｍｆＶｉ－ζｃ２Ｖｉ＋ζｍｒＶｉ）·

∫
Ｌ

０
ｖ′ｖｄｘ－（λ１＋０５λ２）ＥＡ∫

Ｌ

０
ｖ′（ｗ′）２ｄｘ＋

（λ２ｍｒ＋３λ２ｍｆ＋ｃ２λ２δ５）∫
Ｌ

０
ｖ２ｄｘ＋

２ζｍｆＶｉ∫
Ｌ

０
［２Ｖｉｖｖ″－ｖ̈ｖ′－Ｖｉ（ｖ′）

２］ｄｘ＋

（６λ１ｍｆＶｉ＋ζｍｒＶｉ－ζｃ１Ｖｉ）∫
Ｌ

０
ｗ′ｗｄｘ－

λ１ｍｆ∫
Ｌ

０
（ｗ＋Ｖｉｗ′）

２ｄｘ－
λ１ＥＡ
２∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ＋

λ１
δ３
＋
ζＶｉ
δ( )
２
∫
Ｌ

０
ｆ２ｄｘ－λ１ＥＩ∫

Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ＋

３λ２ｍｆＶ
２
ｉ－λ２ＥＡ＋

ｃ２λ２Ｌ
２

δ( )
５

·∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ＋

λ１ｍｒ＋３λ１ｍｆ＋
λ１ｃ１
δ( )
４
∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ （２８）

其中δ２，δ３，δ４，δ５为任意正常数。
对Ｖ３（ｔ）求导可得
Ｖ３（ｔ）＝１５ｍｆＶｉ［λ１ｘ

２
１（ｔ）＋λ２ｙ

２
１（ｔ）］＋

（ζｋ５＋λ１ｋ１＋３λ１ｍｆＶｉ）ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）＋
（ζｋ６＋λ２ｋ２＋３λ２ｍｆＶｉ）ｙ１（ｔ）ｙ２（ｔ） （２９）

将式（２７）－（２９）代入式（２６）并结合不等式（３）－
（５）可得

Ｖ（ｔ）≤－ ζＴＶｉ
２ ＋ｋ３Ｖｉζ－

｜λ１ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ５ζＶｉ＋λ１ｋ３｜
δ６

( －

｜ｋ３ζ＋ｋ１ζＶｉ｜
δ７

－
ｋ１ζＶｉ
δ )
８

［ｗ′（Ｌ，ｔ）］２－

ζｋ１－
ζｍｒＶｉ
２ － ｋ３ζ＋ｋ１ζＶｉδ７－ζｋ１δ( )９ ｘ２２（ｔ）＋

ζｋ１
δ９
＋ｋ１ζＶｉδ８＋

ｋ１λ１
δ( )
１０

珓ｘ２２（ｔ）－ ｋ５λ１－０５λ１ｍｆＶｉ( －

｜λ１ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ５ζＶｉ＋λ１ｋ３｜δ６－ｋ１λ１δ )

１０ ｘ
２
１（ｔ）－

ｋ４Ｖｉζ＋
ζＥＡＶｉ
２ －

｜λ２ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ６ζＶｉ＋λ２ｋ４｜
δ１２

( －

ζＥＡＶｉ
２δ１１

－
｜ｋ４ζ＋ｋ２ζＶｉ｜

δ１３
－
ｋ２ζＶｉ
δ )
１４

［ｖ′（Ｌ，ｔ）］２－

ζｋ２－
ζｍｒＶｉ
２ － ｋ４ζ＋ｋ２ζＶｉδ１３－ζｋ２δ( )１５ ｙ２２（ｔ）－
１
８－

δ１１( )２ ζＥＡＶｉ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］４＋
ｋ２ζＶｉδ１４＋

ζｋ２
δ１５
＋
ｋ２λ２
δ( )
１６

珓ｙ２２（ｔ）－

　
　
ｋ６λ２－０５λ２ｍｆＶｉ－｜λ２ｍｆＶ

２
ｉ＋ｋ６ζＶｉ( ＋

λ２ｋ４｜δ１２－ｋ２λ２δ１６)　　ｙ２１（ｔ）－
　
　λ１
Ｔ－ζＶｉδ２－λ１ｃ１δ４Ｌ

２－３λ１ｍｆＶ
２
ｉ－λ１δ３Ｌ

２( －

｜６λ１ｍｆＶｉ－ｃ１ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜
δ )
１７

∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ－

λ１ＥＩ∫
Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ－λ１ｍｆ∫

Ｌ

０
（ｗ＋Ｖｉｗ′）

２ｄｘ－

λ２ｍｆ∫
Ｌ

０
（ｖ＋Ｖｉｖ′）

２ｄｘ－ 　
　ζ
ｃ１－λ１ｍｒ－３λ１ｍｆ( －

λ１ｃ１
δ４
－ζδ１－｜６λ１ｍｆＶｉ－ｃ１ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜δ )１７·

∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ－

λ１ＥＡ
２∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ＋ ζ

δ１
＋
ζＶｉ
δ２
＋
λ１
δ( )
３

·

∫
Ｌ

０
ｆ２ｄｘ－（λ１＋０５λ２）ＥＡ∫

Ｌ

０
ｖ′（ｗ′）２ｄｘ－

λ２ＥＡ－３λ２ｍｆＶ
２
ｉ－
ｃ２λ２Ｌ

２

δ５
( －

｜６λ２ｍｆＶｉ－ｃ２ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜
δ )
１８

·

∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ－（ζｃ２－λ２ｍｒ－３λ２ｍｆ－ｃ２λ２δ５－

｜６λ２ｍｆＶｉ－ｃ２ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜δ１８）∫
Ｌ

０
ｖ２ｄｘ≤

－３［θ（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］＋ω （３０）
其中 δ６ ～δ１８为任意正常数。选择适当参数值 ζ，
λ１，λ２，ｋ１～ｋ６，δ１～δ１８满足如下条件：

ζＴＶｉ
２ ＋ｋ３Ｖｉζ－

λ１ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ５ζＶｉ＋λ１ｋ３
δ６

－

２２
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ｋ３ζ＋ｋ１ζＶｉ
δ７

－
ｋ１ζＶｉ
δ８

＞０，

１
８－

δ１１( )２ ζＥＡＶｉ＞０，
ζｋ１－

ζｍｒＶｉ
２ － ｋ３ζ＋ｋ１ζＶｉδ７－ζｋ１δ９ ＞０，

ζｋ２－
ζｍｒＶｉ
２ － ｋ４ζ＋ｋ２ζＶｉδ１３－ζｋ２δ１５ ＞０，

ζＥＡＶｉ
２ ＋ｋ４Ｖｉζ－

λ２ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ６ζＶｉ＋λ２ｋ４
δ１２

－

ζＥＡＶｉ
２δ１１

－
ｋ４ζ＋ｋ２ζＶｉ
δ１３

－
ｋ２ζＶｉ
δ１４

＞０，

（λ１＋０５λ２）ＥＡ＞０，

σ１ ＝λ２ＥＡ－３λ２ｍｆＶ
２
ｉ－
ｃ２λ２Ｌ

２

δ５
－

｜６λ２ｍｆＶｉ－ｃ２ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜
δ１８

＞０，

σ２ ＝λ１Ｔ－ζＶｉδ２－λ１ｃ１δ４Ｌ
２－３λ１ｍｆＶ

２
ｉ－

λ１δ３Ｌ
２－
｜６λ１ｍｆＶｉ－ｃ１ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜

δ１７
＞０，

σ３ ＝ζｃ１－λ１ｍｒ－３λ１ｍｆ－
λ１ｃ１
δ４
－ζδ１－

｜６λ１ｍｆＶｉ－ｃ１ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜δ１７ ＞０，
σ４ ＝ζｃ２－λ２ｍｒ－３λ２ｍｆ－ｃ２λ２δ５－
｜６λ２ｍｆＶｉ－ｃ２ζＶｉ＋ζｍｒＶｉ｜δ１８ ＞０，

σ５ ＝
λ１ＥＡ
２ ＞０，σ６ ＝λ１ｍｆ＞０，

σ７ ＝λ２ｍｆ＞０，σ８ ＝λ１ＥＩ＞０，
σ９ ＝ｋ５λ１－０５λ１ｍｆＶｉ－

｜λ１ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ５ζＶｉ＋λ１ｋ３｜δ６－ｋ１λ１δ１０ ＞０，
σ１０ ＝ｋ６λ２－０５λ２ｍｆＶｉ－

｜λ２ｍｆＶ
２
ｉ＋ｋ６ζＶｉ＋λ２ｋ４｜δ１２－ｋ２λ２δ１６ ＞０，

３ ＝ｍｉｎσ１，σ２，σ３，σ４，σ５，σ６，σ７，σ８{ ，

２σ９
ζｋ５＋λ１ｋ１＋３λ１ｍｆＶｉ

，
２σ１０

ζｋ６＋λ２ｋ２＋３λ２ｍｆＶ
}
ｉ

，

ω＝ ζｋ１
δ９
＋ｋ１ζＶｉδ８＋

ｋ１λ１
δ( )
１０

ε２ｈ２２＋

　
　
ｋ２ζＶｉδ１４＋

ζｋ２
δ１５
＋
ｋ２λ２
δ( )
１６
ε２０ｈ

２
０２＋

ζ
δ１
＋
ζＶｉ
δ２
＋
λ１
δ( )
３

Ｌκ２３

由不等式 （２４）和 （３０），得出
Ｖ（ｔ）≤－Ｖ（ｔ）＋ω （３１）

其中＝
３
２
，０＜ω＜∞。证毕。

３　稳定性分析
定理１　对由式 （１）描述的动态系统在边界

控制器 （１２）的作用下，系统具有如下的稳定性

ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｗ（ｘ，ｔ）｜≤

２Ｌμ２ω
ζＴ１槡 

，

ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｖ（ｘ，ｔ）｜≤

Ｌμ２ω
ζＴ１槡 

，ｔ∈［０，∞）（３２）

　　证明　将式 （２５）乘以ｅｔ，有

Ｖ（ｔ）ｅｔ≤－Ｖ（ｔ）ｅｔ＋ωｅｔ 
ｔ
［Ｖ（ｔ）ｅｔ］≤ωｅｔ

（３３）
对上述不等式积分得

Ｖ（ｔ）≤［Ｖ（０）－ω
］ｅ－ｔ＋ω

≤

Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ω

＜∞ （３４）

其中上式表明Ｖ（ｔ）是有界的。
类似的，利用不等式 （５）和不等式 ２［ｖ′（ｘ，

ｔ）］２≤［ｗ′（ｘ，ｔ）］２并结合 （１５）和 （１８），可得

ζＴ
２Ｌｗ

２（ｘ，ｔ）≤ζＴ２∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ≤Ｖ１（ｔ）≤

μ２
１
Ｖ（ｔ）＜∞，

ζＴ
Ｌｖ

２（ｘ，ｔ）≤ζＴ∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ≤ζＴ２∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ≤

　　Ｖ１（ｔ）≤
μ２
１
Ｖ（ｔ）＜











 ∞

（３５）
重排上述两不等式有

｜ｗ（ｘ，ｔ）｜≤
２Ｌμ２
ζＴ１

Ｖ（０）ｅ－ｔ＋[ ]槡
ω

，

｜ｖ（ｘ，ｔ）｜≤
Ｌμ２
ζＴ１

Ｖ（０）ｅ－ｔ＋[ ]槡
ω


（３６）

（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，∞）。
从上式我们进一步可得

ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｗ（ｘ，ｔ）｜≤

２Ｌμ２ω
ζＴ１槡 

，

ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｖ（ｘ，ｔ）｜≤

Ｌμ２ω
ζＴ１槡 

（３７）

ｘ∈［０，Ｌ］，证毕。

４　数值仿真
本节将采用有限差分法来数值仿真研究在内流

和海流同时扰动作用下柔性立管的动力学响应，并

对所设计控制器 （１２）的有效性进行验证。柔性
立管的系统参数为：Ｌ＝１０００ｍ，ＥＩ＝１５×１０７

３２
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Ｎｍ２，ＥＡ＝４×１０９Ｎｓ／ｍ，Ｔ＝８１１×１０７Ｎ，ｍｒ＝
３５０ｋｇ／ｍ，ｍｆ＝１００ｋｇ／ｍ，ｃ１＝ｃ２＝５Ｎｓ／ｍ

２。

海洋洋流速度与深度关系可表示为［２］

Ｖｓ（ｘ，ｔ）＝Ｖ０（ｔ）ｅ
－ ＡｘＶ０（ｔ） （３８）

其中Ｖ０（ｔ）为洋流表面流速表示为

Ｖ０（ｔ）＝珔Ｖ０＋Ｖ０′∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ（ｗｉｔ），

ｉ＝１，２，３，４ （３９）
其中ｗｉ＝ （ｗ１，ｗ２，ｗ３，ｗ４） ＝ （０８６７，１８２７，
２９６４，４２８２），珔Ｖ０ ＝２ｍ／ｓ为海面洋流平均流速，
Ｖ′０ ＝０２为海面洋流速度波动振幅。内流流速 Ｖｉ
（ｔ）为

Ｖｉ（ｔ）＝０５＋０２ｃｏｓ（０８６７ｔ） （４０）
当选择输出反馈控制器参数ｋ１＝ｋ２＝１０

７，ｋ３＝ｋ４＝
１０５，ｋ５＝ｋ６＝１０

３，高增益观测器参数为 ε＝ε０＝
８，珔λ１ ＝珔λ０１ ＝０００３，仿真结果如图２－图６所示。

图２　无控制时的立管偏移量图
Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｒｉｓｅｒｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

图３　控制作用下的立管偏移量
Ｆｉｇ３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｒｉｓｅｒｗｉｔｈｃｏｎｔｒｏｌ

图４　立管横向偏移量：
（ａ）ｘ＝１０００ｍ，（ｂ）ｘ＝５００ｍ

Ｆｉｇ４　ＴｒａｎｓｖｅｒｓｅＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｒｉｓｅｒ

图５　立管纵向偏移量：
（ａ）ｘ＝１０００ｍ，（ｂ）ｘ＝５００ｍ

Ｆｉｇ５　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｒｉｓｅｒ

图６　输出反馈控制输入
Ｆｉｇ６　Ｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｓ

４２
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图２和图３分别给出了立管在无／有控制作用
下三维横、纵向偏移图，图４和图５则分别给出了
立管在ｘ＝１０００ｍ和ｘ＝５００ｍ处无／有控制作用下
二维横、纵向振动偏移图。图６给出了二维输出反
馈边界控制输入。

由仿真结果图２－图６可得出如下结论：
１）当所提出的输出反馈控制 （１２）作用于立

管系统时，立管的横向振动偏移量和纵向偏移量都

数千倍的减小，验证了本文所设计控制器的有效

性。

２）在立管的中部 （ｘ＝５００ｍ），虽然未布置
有控制器，但其振动偏移量在控制作用下也有非常

显著的减小，体现了边界控制在柔性结构振动抑制

中的优势。

３）对比本文图３和文献 ［１］中的图２（ｂ）
和图３（ｂ），可知在控制作用下，本文中立管横、
纵向振动偏移量都远远小于文献 ［１］中控制后立
管的横、纵向振动偏移量。因此，本文所提出的输

出反馈控制在系统状态获取不精确条件下能更好地

抑制立管的二维振动偏移量。

５　结　论
本文研究了海洋柔性立管在时变内流和海流耦

合作用下二维振动控制问题。基于其偏微分－常微
分方程描述的无穷维模型，采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法
和高增益观测器技术相结合的综合法，设计了输出

反馈边界控制来对立管的二维振动进行控制。其后

运用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论对控制系统的一致最终
有界稳定性进行了严格地证明。本文的控制设计及

稳定性分析没有任何离散化或者简化系统偏微分方

程动力学，因此控制溢出问题将不会产生。最后采

用有限差分法来模拟系统的数值解，由仿真结果可

知文中所设计二维输出反馈边界控制器的可行性和

有效性。
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